
Vibrazioni libere di sistemi ad un grado di libertà
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Equazione differenziale di moto:

mẍ+ cẋ+ kx = 0

Condizioni iniziali: {
x(0) = x0
ẋ(0) = v0

Parametri caratteristici del sistema vibrante:

ω =

√
k

m
Pulsazione propria

cc = 2mω = 2
√
km Smorzamento critico

ξ =
c

cc
Fattore di smorzamento adimensionale

ωs = ω
√

1− ξ2 Pulsazione propria smorzata
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Soluzione dell’equazione di moto:

a) Caso sottosmorzato (ξ < 1): moto oscillatorio.
La soluzione può essere scritta nelle tre forme equivalenti sotto riportate:

x(t) = e−ξωt (C1e
iωst + C2e

−iωst)


C1 =

1

2

(
x0 − i

ξωx0 + v0
ωs

)
C2 =

1

2

(
x0 + i

ξωx0 + v0
ωs

)

x(t) = e−ξωt (A cosωst+B sinωst)

 A = x0

B =
ξωx0 + v0

ωs

x(t) = Ce−ξωt sin (ωst+ α)


C =

√
x20 +

(
ξωx0 + v0

ωs

)2

tanα =
ωsx0

ξωx0 + v0

b) Caso con smorzamento critico (ξ = 1): moto aperiodico.

x(t) = e−ωt(C1 + C2t)

{
C1 = x0
C2 = ωx0 + v0

c) Caso sovrasmorzato (ξ > 1): moto aperiodico.

λ1,2 = (−ξ ±
√
ξ2 − 1)ω

x(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t


C1 =

−v0 + x0λ2
λ2 − λ1

C2 =
v0 − x0λ1
λ2 − λ1
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Vibrazioni di sistemi ad un grado di libertà

con forzante armonica

Caso n.1: Forzante applicata alla massa
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Equazione differenziale di moto:

mẍ+ cẋ+ kx = F0 sin Ωt

Parametri caratteristici del sistema vibrante:

ω =

√
k

m
Pulsazione propria

cc = 2mω = 2
√
km Smorzamento critico

ξ =
c

cc
Fattore di smorzamento adimensionale

δst =
F0

k
Deformazione statica

r =
Ω

ω
Rapporto di frequenza

Soluzione a regime:

x(t) = X sin(Ωt− ϕ)

dove:


X =

F0√
(k −mΩ2)2 + (cΩ)2

tanϕ =
cΩ

k −mΩ2


X

δst
=

1√
(1− r2)2 + (2ξr)2

tanϕ =
2ξr

1− r2
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Vibrazioni di sistemi ad un grado di libertà

con forzante armonica

Caso n.2: Forzante inerziale
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Equazione differenziale di moto:

MT ẍ+ cẋ+ kx = mΩ2R sin Ωt

in cui MT = M +m.

Parametri caratteristici del sistema vibrante:

ω =

√
k

MT

Pulsazione propria

cc = 2MTω = 2
√
kMT Smorzamento critico

ξ =
c

cc
Fattore di smorzamento adimensionale

X0 =

(
m

MT

)
R

r =
Ω

ω
Rapporto di frequenza

Soluzione a regime:

x(t) = X sin(Ωt− ϕ)

dove:


X =

mΩ2R√
(k −MTΩ2)2 + (cΩ)2

tanϕ =
cΩ

k −MTΩ2


X

X0

=
r2√

(1− r2)2 + (2ξr)2

tanϕ =
2ξr

1− r2
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Vibrazioni di sistemi ad un grado di libertà

con forzante armonica

Caso n.3: Spostamento del vincolo
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Equazione differenziale di moto:

mẍ+ cẋ+ kx = ky + cẏ

in cui y(t) = Y sin Ωt e ẏ(t) = ΩY cos Ωt.

Parametri caratteristici del sistema vibrante:

ω =

√
k

m
Pulsazione propria

cc = 2mω = 2
√
km Smorzamento critico

ξ =
c

cc
Fattore di smorzamento adimensionale

r =
Ω

ω
Rapporto di frequenza

Soluzione a regime:

x(t) = X sin(Ωt− ϕ)

dove:


X = Y

√
k2 + (cΩ)2

(k −mΩ2)2 + (cΩ)2

tanϕ =
mcΩ3

k(k −mΩ2) + (cΩ)2


X

Y
=

√
1 + (2ξr)2

(1− r2)2 + (2ξr)2

tanϕ =
2ξr3

1 + (4ξ2 − 1)r2
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ω/Ω=r

8



 

1k

x

1c
m

y

Y

2k

2c

 

Nel caso più generale in cui siano presenti due molle e due smorzatori (vedi figura) si ha:

mẍ+ csẋ+ ksx = k1y + c1ẏ

in cui cs = c1 + c2 e ks = k1 + k2.

Parametri caratteristici del sistema vibrante:

ω =

√
ks
m

Pulsazione propria

cc = 2mω = 2
√
ksm Smorzamento critico

ξ =
cs
cc

Fattore di smorzamento adimensionale

r =
Ω

ω
Rapporto di frequenza

αk =
k1
ks

=
k1

k1 + k2
Rapporto fra le rigidezze

αc =
c1
cs

=
c1

c1 + c2
Rapporto fra gli smorzamenti

Soluzione a regime:

x(t) = X sin(Ωt− ϕ)

dove:


X = Y

√
k21 + (c1Ω)2

(ks −mΩ2)2 + (csΩ)2

tanϕ =
(csk1 − c1ks +mc1Ω

2)Ω

k1(ks −mΩ2) + c1csΩ2


X

Y
=

√
α2
k + (2αcξr)

2

(1− r2)2 + (2ξr)2

tanϕ =
2ξr[αc(r

2 − 1) + αk]

αk + (4αcξ2 − αk)r2
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