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Vibrazioni di sistemi a piu gradi
di liberta

Esercizio 1 - cod. viB-025

Determinare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare del sistema vibrante riportato in Figura 1,
nell’ipotesi di piccole oscillazioni nell’intorno della posizione di equilibrio.

Figura 1

Dati

o Massa dell’asta O A ... m1 = 2m = 14 kg
e Massa dell’asta OgB . ... me =m = Tkg
e Rigidezza della molla . ... ... k = 1500 N/m
e Lunghezza dell’asta O1 A ... o l1=2l=18m
e Lunghezza dell’asta O1B ... ... lo=01=09m
Soluzione

Il problema puo essere facilmente risolto mediante le equazioni di Lagrange:

a(imy_or v
dt 8191 o 091
(1)
— =0

agory ot ov
dt 6192 009 099
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L’energia cinetica del sistema risulta:

1. :
T= §(J119§ + Jo03) (2)

dove J; e Js indicano rispettivamente i momenti d’inerzia delle due aste rispetto ai centri di rotazione O1 ed
O,; trattandosi di aste omogenee si ha:

mil?  2m- (20?2 8

_ _ _ S
J1 = 3 = 3 = 3ml
, , (3)
meols  ml
J = — = —
S 3

L’energia potenziale & costituita da due termini legati al peso proprio delle aste e da un termine dipendente
dalla rigidezza della molla di collegamento; assumendo come riferimento per I’energia potenziale gravitazionale
la retta orizzontale passante per le cerniere O; ed Oy possiamo scrivere:

l ! 1 l ¥
V = —mlg—1 cos Yy —mgg*QCOS’ng—F*k‘ l9sin¥g — —1sin191
2 2 2 2 (4)
1 1
= —mgl (2 cos ¥y + 5 cos 192) + ik‘lQ(Sin ¥y — sinv;)?

Nell’ipotesi di piccole oscillazioni nell’intorno della posizione di equilibrio (aste verticali), ¢ possibile approssi-
mare le funzioni seno e coseno con i rispettivi sviluppi in serie arrestati al 2° ordine; si ha pertanto:

192
sind 2 9 0050%1—7 (5)

Utilizzando le espressioni approssimate (5) Penergia potenziale assume la forma seguente:

1 1
V = mgl (19% + 419%> + 5]{12(192 —91)? + cost. (6)

A questo punto ¢ possibile calcolare i vari termini che compaiono nelle equazioni di Lagrange:

d (0T 8 . T oV

A el R - A = _ —— = (kli® 4+ 2mgl)¥1 — kI*0

dt <3191) 3" " 004 0 01 (kI + 2mgl)by ?

d (8T 12 oT oV v
ml~ . 1

Sy 2y = = —— = Zmgl 99 + kI?(95 — ¥

i <8192) 3 V2 9, 0 80, 5™Mg 2 + kI=(U2 1)

Sostituendo le relazioni sopra riportate nel sistema (1) si ottiene:
8 23 2 2
gml U1 + (kl® +2mgl)d, — kl*92 =0

2. 1
%192 — k%0, + (kl2 + 2mgl> 9 = 0

In forma matriciale possiamo scrivere':

I} + (K]0} = 0 ©)
dove: 8
“mi2 0 kl? + 2mgl —kl?
=13 . mi® (K] = — k2 ki + %mgl ] )= { g; } o
3

1] simbolo 0 indica il vettore nullo, ovvero un vettore colonna i cui elementi sono tutti nulli; ovviamente la dimensione del
vettore coincide con il numero dei gradi di liberta del sistema.
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Il calcolo delle pulsazioni proprie si effettua ponendo uguale a zero il determinante della matrice [A] = [K] — w?[J]:
(k1% 4+ 2mgl) — w2§ml2 —kil?
[A]] = [[K] - w?[J]| = 1 2 | =0 (11)
2 (k:F + mgz> - wQ%

Dividendo per [ tutti gli elementi della matrice [A] e sviluppando il determinante, si ricava la seguente equazione
caratteristica:

8 5
§m212w4 — (3k*m + 2mgl)w? + (2k:lmg + m2g2> =0 (12)

Con i dati del problema si ha:
35.3 w? — 26380.2 w? + 236476.8 = 0 (13)

Le pulsazioni proprie risultano pertanto:
wy = 3.012 rad/s we = 27.178 rad/s (14)
Il calcolo dei modi principali di vibrare si effettua considerando il sistema lineare algebrico:
<k12 + 2mgl — w2§ml2) 0, —kl’0, =0
(15)
—kI?0©, + (kF + %mgl - an;z?) 0, =0

in cui i simboli ©; e ©5 indicano le ampiezze di vibrazione di ciascuna asta; da una qualsiasi delle due equazioni
¢ possibile ricavare il rapporto fra le ampiezze di oscillazione.
Utilizzando, ad esempio, la prima equazione si ricava:

(81> _ K g =Lo11
2/ w=wr kL4 2mg — w?—ml

(16)
(5) - H — 0121
2/ w=ws  kl+2mg — wggml

I modi principali di vibrare risultano pertanto espressi dai seguenti vettori modali:
e Primo modo (w = wy = 3.012 rad/s):

o, :{ 8; }w_wl :{ 1.211 } (17)

e Secondo modo (w = wy = 27.178 rad/s):
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Esercizio 2 - cod. viB-026

Nel sistema in Figura 1 le due aste rigide ed uniformi hanno uguale lunghezza e differenti masse.
Scrivere le equazioni di moto del sistema e determinarne le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare.

| 12 R 7 S S 17
o8
7. Gy
m, m,
G, 0,
Vd | g VA | g VA
Figura 1

Dati
@ Masse delle ASte . ...uuiei e e m; = 1 kg mo =5 kg
e Rigidezze dellemolle .......... ... . o i k1 = 1600 N/m ko = 2000 N/m

Nota. Il momento d’inerzia baricentrico di un’asta omogenea di massa m e lunghezza [ risulta pari a Jg = mi?/12.

Soluzione

Il problema si puo risolvere agevolmente mediante le equazioni di Lagrange.
Indichiamo con ¥ e Y5 gli spostamenti angolari delle due aste, misurati a partire dalla posizione di equilibrio
del sistema (vedi Figura 2).

7
k1
G, 0,
0 — A
kZ
N
Figura 2
L’energia cinetica risulta:
1 . .
T = §(J119§ + Jo03) (1)

dove J; e J, indicano i momenti d’inerzia delle due aste calcolati rispetto ai centri di rotazione O e Os; poiché
si tratta di aste omogenee di uguale lunghezza e di massa differente si ha:

12 NN? 1
Jl = m +mq <) *m1l2

12 \?
Jy = m2 —+ mo <) = lmglz
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L’energia potenziale, nell’ipotesi di piccole vibrazioni nell’intorno della posizione di equilibrio, si puo scrivere
nella forma sotto riportata:

1, (3 3.\ 1, (1. \* 9 1
V= §k1 (41191 — 4l’l92) + §k2 (2192> = §k1l2(ﬁ1 — 192)2 + §k2l2’l9§ (3)

Le equazioni di Lagrange per il sistema in esame sono le seguenti:

d(ory_or v
at\ad,) 991 99,
(4)
d (0T or oV
dt \ 99, 00y 00
in cui:
d (0T - 1 - oT oV 9
S = g by = 220 = — — = k2, -0
dt (8?91> S 3m1 ' 01 0 o 16 ! ( ! 2)
(5)
daT_n_7 9% 8T_ 37‘/_32 1222
dt <8192> = J2192 = 48mgl 192 8192 —0 8192 = 16kll 191+ <4k’2l + 16k‘11 192

Sostituendo tali espressioni nel sistema di equazioni (4) e semplificando rispetto ad 2, si ottengono le equazioni
di moto sotto riportate:

1 - 9 9
—-my91 + Tﬁklﬁl — Eklﬂg =0

3
7 9 1 9 ©)
@mgﬁg — T6k1191 -+ (4k2 + 16kl> ?92 = 0
Come si puo notare, tali equazioni risultano indipendenti dalla lunghezza delle aste.
Passando alla notazione matriciale si ha:
[M]{0} + [K]{9} =0 (7)
dove: 9 9
1 —k ——k
3 0 T 16" 9,
=] 3 -l w=-{n} @
My 9 1 9
48 16k1 4/€2+ 16k1
Le pulsazioni proprie del sistema si calcolano uguagliando a zero il determinante della matrice [A] = [K]—w?[M]:
9 1 9
—k —w?s ——k
) 16 3™ 16"
[A]l = [[K] = w'[M]| = = (9)
—gk lk +g/€ —w2lm
16 47T 16! 4877
L’equazione caratteristica e la seguente:
Aw' + Bw? +C =0 (10)
avendo posto:
7
A= — =0.243 kg?
144 mimso 0 3 g
B 21 1 3 B 9 o

9
C = 6—4k1k2 = 450000 kg?s~*
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Risolvendo ’equazione caratteristica si ottengono, per le pulsazioni proprie, i valori:

wy = 21.05 rad/s we = 64.63 rad/s

I modi principali di vibrare si calcolano utilizzando una delle due equazioni del sistema:

nelle incognite ©1 e Oy (ampiezze di oscillazione).
Utilizzando ad esempio la prima equazione, si ottiene:

—k
51 _ 16 1196
@2 w=w1 gk _w21m .
16" 137!
9
—k
O S T
@2 — 9 21 '
w=w2  —k —wj 3™

I modi principali di vibrare risultano pertanto espressi dai seguenti vettori modali:

e Primo modo (w = w; = 21.05 rad/s):

() 1.196
w={G ) =)

e Secondo modo (w = wy = 64.63 rad/s):

(13)

(15)

(16)
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Esercizio 3 - cod. viB-027

Il sistema in Figura 1 e costituito da due pulegge collegate da una cinghia di cui si evidenzia la costante elastica

k; alla puleggia di diametro maggiore e collegato un pendolo costituito da un’asta di massa trascurabile e da

una massa m concentrata all’estremita.

Nell’ipotesi che la cinghia non slitti sulle pulegge, si richiede di:

1. determinare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare del sistema;

2. calcolare ’ampiezza delle oscillazioni dei due dischi in condizioni di regime, quando al disco (1) viene applicata
una coppia C,, variabile nel tempo secondo la legge C,,, = Cy sin Q.

Nota. Si assuma 'ipotesi di piccole oscillazioni nell’intorno della posizione di equilibrio (pendolo verticale).

Figura 1

Dati

e Momento d’inerzia delle due pulegge .............ieiriiiiieiiiiiniiaan. Ji=1kgm? Jp=3kgm?
e Raggi delle due pulegge ...t r=04m R=08m
o Massa del pendolo ... ... m = 5kg
o Lunghezza del pendolo .. ... ... l=15m
e Rigidezza dei due rami della cinghia ....... ... k = 2000 N/m
e Ampiezza della coppia applicata .. ... ... Cy =50 Nm
e Pulsazione della coppia applicata .........oiuiiii Q =20rad/s
Soluzione

Calcolo delle pulsazioni proprie e dei modi principali di vibrare

Per ricavare le pulsazioni proprie del sistema occorre scrivere le equazioni di moto relative alle vibrazioni libere:
quindi, in questa prima fase dello studio non si considerera ’effetto della forzante esterna. Se si adotta il metodo
degli equilibri dinamici, occorre in primo luogo evidenziare le forze e le coppie che agiscono sugli elementi del
sistema durante il moto (vedi Figura 2).

Le equazioni di equilibrio dinamico alla rotazione attorno ai perni sono le seguenti:

J11.9.1 + k’l"(’l"’l?l - R’l92) - kT’(R’@Q — T191) = O

Jo¥s + kR(RYy — m91) — kR(r9) — RV3) + mi?Uy + mgl sindy = 0
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k(re,-R6,)

k(R6,-r6,
k(RO,-r0,)

Figura 2
Ritenendo valida I'ipotesi di piccole oscillazioni nell’intorno della posizione di equilibrio (sind 2 ¥) e semplifi-
cando opportunamente, si ottiene:
J11§1 + 2]€7’2191 — 2krR ?92 =0
5 (2)
(Jo +mi?)9y — 2krR 91 + (2kR? + mgl)ds = 0

Utilizzando ora le seguenti definizioni:
| A 0 _ 2kr? —2krR %
/1= [ 0 Jy+mi? } K] = [ —2krR 2kR?+ mgl } {0} = { ¥ (3)
il sistema delle equazioni di moto puo essere riscritto nella forma matriciale:

[T} + [K){9} =0 (4)

Osservando le matrici [J] e [K] si osserva che il sistema presenta accoppiamento elastico (matrice [K] non
diagonale), mentre risulta disaccoppiato dal punto di vista inerziale (matrice [J] diagonale).

Le pulsazioni proprie si calcolano ponendo uguale a zero il determinante della matrice [A] = [K] — w?[J]:
181 = 1K1 =170 = | T e ay ¢ i) | =0 ®)
L’equazione caratteristica che si ottiene sviluppando il determinante & la seguente:
Aw* + Buw?+C =0 (6)
avendo posto:
A = Ji(J2 +mi?) = 14.25 kg?m*
B = —2kr?(Jy + mi?) — J1(2kR? + mgl) = —11753.575 kg*m?*s~2 (7)

C = 2kr?mgl = 47088 kg?m*s—*
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Con i dati assegnati dal problema si ottengono, per le pulsazioni proprie, i valori sotto riportati:
w1 = 2.006 rad/s we = 28.649 rad/s (8)

Calcoliamo ora i modi principali di vibrare, considerando il sistema lineare algebrico omogeneo avente come
matrice dei coefficienti la matrice [A]; le incognite Theta; e Thetay di tale sistema rappresentano le ampiezze
di vibrazione delle due pulegge.

(2kT2 — w2J1)61 —2krR @2 =0

9)
—2krR ©1 + [(2kR? + mgl) — w?(Jo + mi?)]|0s = 0

Avendo posto uguale a zero il determinante della matrice dei coefficienti, le due equazioni risultano equivalenti;
pertanto possiamo ricavare il rapporto fra le ampiezze da una qualsiasi di esse.
Utilizzando, ad esempio, la prima equazione si ha:

(®1> kR 0i3

e, 2kr? — wiJy
(10)
@1 . QkTR .
(92>w_w = 92— ngl = —7.080

I modi principali di vibrare risultano pertanto espressi dai seguenti vettori modali:
e Primo modo (w = wy = 2.006 rad/s):

o, :{ 8; }w_m :{ 2.(113 } (11)

e Secondo modo (w = wy = 28.649 rad/s):

O, = { g; }w_wz :{ —7.1080 } (12)

Inserendo nelle equazioni di moto il contributo della forzante esterna si ottiene:

Moto forzato

Ji01 + 2kr29; — 2kr R 9 = Cpy(t)

(13)
(J2 + ml2)192 —2krR 91 + (2]€R2 + mgl)192 =0
Poiché C), = Cysin Qt, ed il sistema ¢ lineare, la soluzione a regime sara del tipo:
ﬁl(t) = 61 sin Ot
(14)

192(t) = @2 sin Ot

dove ora i simboli ©; e O, indicano ora ’ampiezza delle vibrazioni nel moto forzato in condizioni di regime.
Sostituendo tale soluzione nel sistema di equazioni e semplificando i termini armonici si ottiene:

(2]€T2 — Q2J1)@1 —2krR @2 = CO

(15)
—2krR ©1 + [(2kR? + mgl) — Q*(J2 + mi?)]|02 = 0
Si tratta di un sistema lineare algebrico non omogeneo nelle incognite ©; e ©Os.
Con i dati del problema si ha:
240 ©; — 1280 ©2 = 50
(16)

—1280 ©1 — 3066.425 O3 =0
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Risolvendo il sistema si ricava:
©, = 0.0646 rad = 3.7°

(17)
O, = —0.027 rad = —1.54°

Come si puo osservare, le vibrazioni a regime avvengono in opposizione di fase, poiché le ampiezze hanno segno

discorde; pertanto:
91 (t) = 0.0646 sin20 ¢
(18)
Pa(t) = —0.027 sin20 ¢t = 0.027 sin(20 t — )
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Esercizio 4 - cod. viB-028

Per il sistema vibrante a due gradi di liberta rappresentato in Figura 1 si chiede di calcolare:

1. le pulsazioni proprie;
2. i modi principali di vibrare;
3. ampiezza delle vibrazioni a regime per effetto dello spostamento impresso al punto A.
N
k, N\
N\
N\
| N\
N\
Y N\
Q 10NN K AN N
A B N
" VWWW— N
£ =< T~~~ §
| N\
N\
N\
N\
\
N
Figura 1
Dati
o Massa della Slitta .. ... e M =4kg
® Massa del diSCO .. ...ttt e m=1kg
e Momento d’inerzia baricentrico del diSCO ..........oiiiiiiiii Jg = 0.02 kgm?
o Raggio del diSCO . ...t R =200 mm
e Rigidezza dellemolle ............ ... ..., k1 =100 kN/m ko =10kN/m k3 =20 kN/m
o Lunghezza della manovella ...... ... . Y =10 mm
e Velocita angolare della manovella ...... ... i Q=100 rad/s
Soluzione

Risolviamo il problema con il metodo degli equilibri dinamici.

Per descrivere il moto del sistema utilizziamo come coordinate libere la traslazione della slitta x e la rotazione
della puleggia ¥J; il manovellismo a croce imprime al punto A uno spostamento armonico esprimibile mediante
I'equazione y(t) = Y sin Q¢ (vedi Figura 2).

N

k, N

¥(®) R
N\

Qt ‘ K §
VI ESA MWW BT \
N = N\ N
! N

| N\

‘ N

N\

\

Figura 2
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Per lo studio delle vibrazioni libere occorre annullare gli effetti delle forzanti esterne; pertanto porremo y(t) = 0.
In Figura 3 sono evidenziate le forze e le coppie agenti sul sistema in condizioni di moto libero:

k,(x+R0O)
O —

AN

NN

Figura 3
L’equazione di equilibrio alla traslazione per il sistema slitta-puleggia ¢ la seguente:
(M +m)&+kix+ko(z+ RY) + ks(z — RY) =0 (1)
Per l’equilibrio alla rotazione della puleggia attorno al punto G si ha:
Ja¥ + kaR(x 4+ RY) — ksR(x — RY) =0 (2)
Riordinando i vari termini si perviene al sistema di equazioni differenziali:
(M +m)& + (k1 + ko + ks)x + (ko — k3)RY =0
JoU 4 (ky — k3)Rx 4 (kg + k3)R*0 = 0

Utilizzando ora le seguenti definizioni:

M) = { R ] K] = [ (k(lkjfzk$£3) &’?J :ffég ] {x}{ 2 } )

il sistema delle equazioni di moto puo essere riscritto nella forma matriciale sotto riportatas:
[M{i} + [K{z} =0 (5)

A questo punto possiamo calcolare le pulsazioni proprie del sistema, annullando il determinante della matrice
] = [K] - w?[M]:

(kl + kg + kg) - wQ(M + m) (]fg - k3)R

4] = |15] - 1) = o | =0 0
Con semplici passaggi algebrici si perviene all’equazione caratteristica:
Awt + Bu? +C =0 (7)
in cui:
A= (M+m)Jg=0.1kg?m?
B = —[(M +m)(ky + k3)R? + (k1 + ka2 + k3)Jg] = —8600 kg?m?2s—2 (8)

C = (k’lkg + k1ks —|—4]€2k‘3)R2 =1.52 x 108 kg2m28_4

Risolvendo ’equazione caratteristica si ottengono, per le pulsazioni proprie, i valori sotto riportati:

wy = 157.7 rad/s wo = 247.3 rad/s 9)
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Calcoliamo ora i modi principali di vibrare considerando il sistema lineare omogeneo, avente come incognite le
ampiezze di oscillazione X e © e come matrice dei coefficienti la matrice [A].

(k1 + k2 + k3) —w?(M +m)] X + (ks —ks)RO =0
(10)
(kg — kg)R X+ [(kg + ]{ig)Rz — w2jg} ©=0

Da una qualsiasi delle due equazioni € possibile ricavare il rapporto fra le ampiezze di oscillazione; ad esempio
dalla seconda si ricava:

X (k‘z + kg)R2 - UJ%JG
- = =0.351 d
( @)Ml N m/ra
(11)
X (kz + kg)R2 — w%JG
i = = —0.011 d
<@)w=w2 (s — )R 0.011 m/ra

I modi principali di vibrare risultano pertanto espressi dai seguenti vettori modali:
e Primo modo (w = wy = 157.7 rad/s):
X 0.351
R E RIS i a2

e Secondo modo (w = wy = 247.3 rad/s):

o, :{ é)( }w:m :{ —0.1011 } (13)

Per il calcolo delle ampiezze di oscillazione in condizioni di regime sinusoidale permanente occorre considerare
nelle equazioni di moto il contributo della forzante armonica; a tale scopo basta osservare che, a causa dello
spostamento del punto A, la forza esercitata dalla molla di rigidezza ky vale ki (a — y); il sistema delle equazioni
di moto diviene pertanto:

Moto forzato

(M + m)m + (]Cl + ko + kg)fﬂ + (kg - kg)Rﬁ = k1Y sin Qt
) (14)
Ja + (kz — kg)Rm + (kiz + kig)Rgﬂ =0

La soluzione a regime sara:
z(t) = X sinQt
(15)
J(t) = ©sin

in cui i simboli X e © indicano ora le ampiezze di vibrazione in condizioni di regime.
Sostituendo le espressioni di x(t) e ¥(t) con le loro derivate seconde nelle equazioni di moto e semplificando i
termini armonici si ricava:

[(kl + ko + /{‘3) — QQ(M + m)] X+ (kQ — k‘g)R 0 =kKY

(16)
(k‘g - k‘g)R X+ [(kg + kg)R2 — QQJ(;] ©=0
Con i dati del problema si ottiene:
80X -20=1
(17)
—-2X+0=0
da cui:
X =0.0132 m = 13.2 mm
(18)

© = 0.0263 rad = 1.51°
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Esercizio 5 - cod. viB-029

Il meccanismo rappresentato in Figura 1 é collocato in un piano orizzontale ed & costituito dai seguenti elementi:

e una puleggia di raggio R e momento d’inerzia J; rotante attorno al punto Oy;

e una puleggia di raggio 2R e momento d’inerzia Jo rotante attorno al punto Og;

e un’asta AB di massa m, che costituisce la biella del parallelogramma articolato O ABOg;

e un’asta O3C, di massa trascurabile e lunghezza [ = 3R, alla cui estremita superiore ¢ fissata una massa
puntiforme M;

e una cinghia di trasmissione i cui rami presentano una rigidezza k assegnata;

e una molla torsionale, avente rigidezza k;, che esercita un richiamo elastico sull’asta O3C.

Supponendo che le manovelle OsA e O3B abbiano lunghezza pari ad R, si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto del sistema in assenza di forzanti esterne;

2. calcolare le pulsazioni proprie e i rapporti fra le ampiezze di oscillazione per ciascuno dei modi principali di
vibrare;

3. determinare le ampiezze di oscillazione in condizioni di regime quando alla puleggia di raggio minore viene
applicata una coppia C(t) variabile del tempo secondo la legge C(t) = Cj sin Q.

M

Figura 1

Dati

O R IO .o o R=01m
e Momento d’inerzia della puleggia di raggio minore ........... ... ..o i i Ji =5 x 1073 kgm?
e Momento d’inerzia della puleggia di raggio maggiore ...............c.coviiiiiiin.... Jo = 6 x 1072 kgm?
e Massa della biella AB ... ... m=1kg
e Massa concentrata nel punto C ... . M =2kg
e Rigidezza dei due rami della cinghia ........ ... . i k = 3000 N/m
e Rigidezza della molla torsionale .............. .o ki = 50 Nm
o Ampiezza della coppia appliCata ... .... ...t Co =5 Nm
e Pulsazione della coppia applicata ....... ..o e Q =10rad/s
Soluzione

Il sistema ¢ collocato in un piano orizzontale, quindi non intervengono le forze peso. Alla puleggia di diametro
maggiore € collegata, tramite il perno A, una biella AB che trasmette il movimento all’asta O3C; poiché il
quadrilatero O2ABOg3 & un parallelogramma articolato, la biella AB si muove di moto traslatorio curvilineo
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con velocita pari a quella del punto A, mentre I'asta O3C si muove esattamente come la puleggia di diametro
maggiore; da tali considerazioni si deduce che, per descrivere il moto del sistema, bastano due sole coordinate
angolari, che indichiamo con ¢; e ¥ (vedi Figura 2).

M
C
Figura 2
Sulla base delle considerazioni cinematiche sopra riportate possiamo scrivere
V= R192 Vo = 3R192 (1)

dove v e v¢ indicano rispettivamente la velocita di traslazione della biella e la velocita del punto C. Pertanto
I’energia cinetica del sistema risulta:

1 . .
T = §<J119% + Jo¥3 + muv? + Movd)
(2)
1 . .
=3 J10% + (Jy + mR? + 9M R?)?
L’energia potenziale vale:
1 2 L, 0o
V=2 5/{:(2]-1’192 — RY1)* + §kt?92
1
= kR*(2099 — V1) + ikﬂ?%

Nel caso di vibrazioni libere le equazioni di Lagrange assumono la forma seguente:

a(ory_or ov
at\ad,) 991 99,
(4)
d (0T oT oV
— =5+ =0
dt \ 90, 092 0V
in cui:
d (0T o oT _ oV _ 9
d (0T oT oV ®)
=) = 2 2\.Q - 7 2 o
P <8192> (J2 + mR* +9MR*)9, 90, 0 90y 4kR= (209 — 01) + ki

Sostituendo tali espressioni nelle equazioni () e riordinando i termini si ha:

Ji0q + 2kR209, — 4kR%95 = 0

(Jo +mR2 + 9MR?)Jy — 4kR?0, + (8kR? + k)93 =0
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Passando alla notazione matriciale si ha:

[JI{0} + [K]{9} =0 (7)
dove ) )
| A 0 | 2kR —4kR ]t
UI=10 h+ (m+omr2 } K] = [ AR SER? + ky } )= { 9 } ®)
Calcoliamo le pulsazioni proprie del sistema uguagliando a zero il determinante della matrice [A] = [K] —w?[J]:
_ o | 2kR? =Wy —4kR?
1A]l = 1K) = L) —‘ “AER? (KR + k) — s + (m+ 9M)R?] | O ©)

Per semplicita di scrittura poniamo:

keg = 8KR? + k, = 290 Nm
(10)
Jeq = J2 + (m + 9M)R? = 0.25 kgm?

Sviluppando il determinante si ottiene ’equazione caratteristica, le cui soluzioni, come & noto, forniscono le
pulsazioni proprie del sistema:

T Jeqw® = (Jikeq + 2kR%Jo)w? + (2kR%*k,, — 16k R*) =0 (11)

Posto
A= Ji1Jeqg = 0.00125 kg?m*

B = —(Jikeq + 2kR? Joq) = —16.45 kg?m?s 2 (12)

C = 2kR?k.q — 16k*R* = 3000 kg?m?s—*
le pulsazioni proprie risultano:

wy = 13.6 rad/s wg = 113.9 rad/s (13)

Per il calcolo dei modi principali di vibrare, consideriamo il sistema lineare algebrico omogeneo nelle incognite
©1 e O3 (ampiezze di vibrazione), avente come matrice dei coefficienti la matrice [A]:

(2kR2 — w2J1)®1 — 4]€R2®2 =0
(14)
—4kR20) + (keg — w?Jeg)O2 = 0

Da una qualsiasi delle due equazioni ¢ possibile ricavare il rapporto fra le ampiezze di oscillazione; utilizzando,
ad esempio, la prima si ricava:

01 4kR?
— = —=2031
<@2 >w—w1 2kR2 — w%Jl 03
15
O/, 2kR?—wiJy '

I modi principali di vibrare risultano pertanto espressi dai seguenti vettori modali:

o, :{ g; }w_wl :{ 2.(;31 } (16)

e Secondo modo (w = wy = 113.9 rad/s):

@2:{ g }w_m :{ —241.615 } (17)

e Primo modo (w = w; = 13.6 rad/s):
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Moto forzato

Per quanto riguarda il moto forzato, si possono riscrivere le equazioni di Lagrange nella forma seguente:

d (oT\ 9T 9V 6L
ﬁ(a@‘awaﬁl—m

(18)
d (0T oT oV _ iL
dt<8192>_6192+&92_m

in cui 0L indica il lavoro virtuale delle azioni (forze e coppie) che non ammettono potenziale; nel nostro caso
l'unica azione di questo tipo € la coppia C(t) applicata alla puleggia di diametro minore; si ha pertanto:

5L 5L

2 = O(t) = Cysin — =0 19
59, — C(t) = Cosin 59, (19)
Le equazioni relative al moto forzato sono quindi le seguenti:
Ji01 + 2kR?91 — 4kR*¥5 = Cysin QU
(20)

(Jo +mR2 + 9MR2)0y — 4kR29, + (8kR2 + k)93 =0
La soluzione a regime per tale sistema si puo scrivere nella forma:

ﬁl(t) = 61 sin Ot
(21)
192(t) = @2 sin Ot

in cui ©; e O3 indicano ora le ampiezze di vibrazione nel moto a regime.
Sostituendo le espressioni di ¥4 (¢) e ¥2(t) con le loro derivate seconde nelle equazioni di moto e semplificando i
termini armonici si ricava:

(2kR2 — Q2J,)0, — 4kR?0, = Cj

(22)
—4kR?01 + (keqg — Q%J.q)O2 =0
Con i dati del problema si ottiene:
59.5 01 — 120 ©2 =5
(23)
—-120 01 4+26505, =0
Risolvendo il sistema lineare si ha:
07 = 0.969 rad = 55.5°
(24)
O = 0.439 rad = 25.1°
La soluzione a regime risulta pertanto:
Y1(t) = 0.969 sin10 ¢
(25)

9o(t) = 0.439 sin10 ¢
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Esercizio 6 - cod. viB-030

Determinare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare per il sistema vibrante riportato in Figura 1.
Nota. Si osservi che il corpo rigido costituito dai due dischi coassiali & sospeso (quindi non & incernierato nel
punto G).

/L L L L
S S S/

Figura 1

Dati

o Masse traslanti .. ... my =2 kg me = 3.6 kg
e Massa dei due dischi coassiali ......... ... M =25kg
e Momento d’inerzia baricentrico dei due dischi coassiali ............ ... ... i Jg = 0.6 kgm?
e Rigidezze dellemolle ...t k1 =900 N/m ko = 350 N/m ks = 500 N/m
e Raggidei dischi ........ i R=025m r=0.15m
Soluzione

Per descrivere il moto del sistema utilizziamo le seguenti coordinate (misurate a partire dalla posizione di equi-
librio statico):

r1: spostamento verticale della massa mq;

To: spostamento verticale della massa mo;

x3: spostamento verticale del punto G (baricentro del corpo rigido);
¥: rotazione del corpo rigido.

Volendo utilizzare le equazioni di Lagrange per risolvere il problema, ¢ necessario calcolare ’energia cinetica e
potenziale del sistema.
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TR A

Figura 2

Poiché le masse m; ed mo si muovono di moto traslatorio, mentre il corpo rigido compie un moto rototraslatorio,
I’energia cinetica assume la seguente espressione:

1 . . . :
T = 5(mlgci + mods + Mi2 + Jg9?) (1)
Misurando le coordinate a partire dalla posizione di equilibrio statico, i termini gravitazionali non compaiono
nell’espressione dell’energia potenziale complessiva; sia ha pertanto:
1
V = 5[]{}11'% + kQ(l‘B — 1'2)2 + kg(ﬂ%] (2)
dove zp indica lo spostamento verticale del punto B, assunto positivo verso il basso.
Per il sistema in esame valgono inoltre le seguenti relazioni cinematiche:
xp=x1+ (R+r)d r3 = x1 + RY (3)

Poiché ¢ possibile esprimere x3 in funzione di x; e ¢, la coordinata x3 risulta ridondante; il sistema ha pertanto
tre gradi di liberta e le coordinate x1, x2 e ¥ sono sufficienti a descriverne il movimento. L’energia cinetica e
I’energia potenziale possono quindi essere riscritte nella forma seguente:

1 . .

T = 5 [madd + maid + M@ + RO)? + Joi?)] (4)
1

V= §{k1$%+k2[$1+(R+T)79_$2]2+k3xg} (5)

Scriviamo ora le equazioni di Lagrange per il sistema:

d <8T) or oV _,

dt \9i1)  9x1 Oz

d (0T oT °)%

iy el [ E 6
dt (8I2) 8I2 + 81'2 ( )

0

d<8T> aT vV

i\o5) o9 T
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I singoli termini valgono:

d (0T . oT oV

L) = M)i + M e A -

4 <a¢1> my+ )3+ MRS S0 T+ ke + (R )0 — b

d (0T .. aT oV

i <ax> — maits bas " omy et Uetln k(e "
d (0T _ .. 244 or _ v _ 2

dt<&9> = MRy + (Jo + MR*)J =5 =0 59 = F2(BAr)e1 + k(R +71)"0 — ky(R + 1)z

Sostituendo le espressioni precedenti nelle equazioni di Lagrange si ottiene:

(m1 + M)&y + MR + (ky + ko)ay — kawg + ko(R+7)0 =0
Moy — kowy + (ko + k3)wa — ko(R+ 1) =0 (8)

MRiy 4 (Jg + MR2)D + ko (R + )21 — ko(R~+ r)zg + ko (R +7)29 = 0
In forma matriciale possiamo scrivere:
[M{E} + [K{z} =0 9)
dove {z} = {z1 22 ¥} indica il vettore delle coordinate libere, mentre le matrici [M] e [K] sono definite dalle
espressioni seguenti:

(mi+M) 0 MR 27 0 6.25
[M] = 0 Mo 0 = 0 36 0 (10)
MR 0 (Jg+ MR?) 6.25 0 2.1625
(k1 + k2) —ko kao(R+ 1) 1250 —-350 140
K] = —ko (ke +ks) —ko(R+7) | =] —350 850 —140 (11)
kao(R+71) —ko(R+71) ko(R+7)? 140 —140 56
Le pulsazioni proprie del sistema si ricavano uguagliando a zero il determinante della matrice [A] = [K]—w?[M]:
1250 — 27 w? —350 140 — 6.25 w?
1A = |[K] — w?[M]| = —350 850 — 3.6 w? —140 =0 (12)
140 — 6.25 w? —140 56 — 2.1625 w?
Sviluppando il determinante si ottiene la seguente equazione caratteristica:
AW’ + Bw* + Cw?+ D=0 (13)
in cui:
A = —69.57
B = 25300.7
C = —-2095190 (14)
D = 25200000

Le soluzioni dell’equazione caratteristica forniscono le pulsazioni proprie del sistema; nel nostro caso si ottengono
i seguenti valori:

wy = 3.801 rad/s we = 10.05 rad/s ws = 15.755 rad/s (15)
Il calcolo dei modi principali di vibrare si effettua considerando il sistema lineare algebrico omogeneo:
[Al{z} =0 (16)
ovvero:
1250 — 27 w? —350 140 — 6.25 w? X, 0
—350 850 — 3.6 w? —140 Xo p=¢ 0 (17)
140 — 6.25 w? —140 56 — 2.1625 w? (S} 0

in cui i simboli X;, X5 e © indicano le ampiezze di vibrazione relative a ciascun grado di liberta; da tale
sistema, ponendo w = w; (i = 1.2.3), & possibile ricavare le ampiezze di oscillazione corrispondenti a ciascun
modo principale di vibrare.

Con i dati del problema si ottiene:
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e Primo modo (w = w; = 3.801 rad/s):
X1 0.0166
o =4 X, 0.1827 (18)
© _ 1
w=w1
e Secondo modo (w = wy = 10.05 rad/s):
X1 —0.3424
by = X5 0.0414 (19)
(C) _ 1
wW=ws3
e Terzo modo (w = w3 = 15.755 rad/s):
X1 —0.1089
O3=1¢ X, =4 —2.3365 (20)
(C] 1

w=ws3
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Esercizio 7 - cod. viB-031

Il sistema vibrante rappresentato in Figura 1 e collocato in un piano verticale ed & costituito dai seguenti

elementi:

e un disco (1) di raggio r; e momento d’inerzia baricentrico J; ruotante attorno al punto fisso Oq;

e un disco (2) di raggio r5, massa mo e momento d’inerzia baricentrico Js, che rotola senza strisciare sul piano
d’appoggio;

e un’asta O P, solidale con il disco (1), avente lunghezza pari ad | e massa trascurabile;

e una massa puntiforme M collocata in corrispondenza del punto P;

e un manovellismo a croce, la cui manovella O3A ruota a velocita costante §2;

e una fune di collegamento fra gli elementi del sistema (di massa trascurabile);

e tre molle di rigidezza k1, ko e k3.

Il sistema & in equilibrio quando la manovella O3A e I’asta O1P si trovano in posizione verticale. Assumendo

Iipotesi di piccole oscillazioni nell’intorno della posizione di equilibrio, si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto del sistema;

2. determinare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;

3. calcolare le ampiezze di oscillazione in condizioni di regime.

k,

'\/\/\/\/\/\—LQ

|
R It
m, Jz k3 A? v h \
e, AVAVAVAVAVA SR 0, |
NG Bl
1B S
NN O A SN SN N SN N O N N N NN 1 —-
Y
M
Figura 1

Dati
o Raggio del disco (1) .. ..o r1 =02m
o Raggio del diSCO (2) ..ottt ro = 0.15 m
e Momento d’inerzia baricentrico del disco (1) ......uiunirnett e J1 = 0.03 kgm?
e Momento d’inerzia baricentrico del disco (2) .......ooiiii i J2 = 0.018 kgm?
o Massa del diSCO (2) . ..uirii i mg =1 kg
e Lunghezza dell’asta O1P .. ... [=09m
e Massa del punto P ... ..o M =0.5kg
e Rigidezza dellemolle ............. ... ..., k1 =3000 N/m ko =4000 N/m ks = 6000 N/m
e Lunghezza della manovella OgA ... ... . Y =0.05m

e Velocita angolare della manovella OgA ... . .. Q =60rad/s
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Soluzione

Risolviamo il problema con il metodo delle equazioni di Lagrange, assumendo come coordinate libere la rotazione
9 del disco (1) e lo spostamento x del baricentro del disco (2); il moto della proiezione del punto A in direzione
orizzontale & descritto dalla coordinata y(t) = Y sin Q¢ e viene imposto al sistema mediante il manovellismo a
croce.

Le equazioni di Lagrange risultano:

a(ory or v _
dt \ 99 o9 00
(1)
da(ory _or v _
dt \ Oz ox or
L’energia cinetica e I'energia potenziale assumono la forma seguente:
1 24,92 J2\ .o
2
1 5 ) )
V= 3 [lﬁ(?“lﬁ) + ko(r19 — 2)° + ks(xz —y) ] — Mgl cos? (3)

11 calcolo delle derivate parziali che compaiono nelle equazioni (1) fornisce i risultati sotto riportati:

d (0T b or o, .

i (55) =0rami Gr=0 Gkl hn (o -2+ Mgtsing

d (0T J or ov W
7(55)=(me3)e  Go=0 Gr=hew-n+kE-y

Sostituendo le espressioni (4) nelle equazioni (1) e assumendo ipotesi di piccole oscillazioni dell’asta O;P
nell’intorno della posizione di equilibrio (sin® 2 4¥), si perviene, dopo semplici passaggi, alle equazioni di moto
del sistema: .

(Jl + MIQ)’ﬂ + [(k’l + ]{52)7’% + Mgl]’l? - ]CQTll' =0

. (5)
(m2 —+ 72) {ZZ — kQ’I”lﬂ + (]CQ —+ k3)$ = kgy
2

In forma matriciale possiamo scrivere:
[M{&} + [K{z} = {F} (6)

dove {z} = {0 x}T ¢ il vettore delle coordinate libere, {F} = {0 ksy}7T il vettore delle azioni forzanti, [M]
la matrice d’inerzia e [K| la matrice di rigidezza; queste ultime sono definite dalle espressioni seguenti:

2
) = (1 + ME) R B PE S -
- 0 (m2 + §> | 0 18
)
[K} . [(k‘l + k‘g)?“% + Mg” —kory _ 284.4 —800 (8)
o —kory (ko +ks) |~ | —800 10000
Per effettuare il calcolo delle pulsazioni proprie poniamo {F} = 0 (moto libero) ed uguagliamo a zero il
determinante della matrice [A] = [K] — w?[M]:
_ 9 | 284.4-0.43502 —800 _
|[A” - |[K] w [MH - ‘ —800 10000 — 1.8w2 =0 (9)

Sviluppando il determinante si ottiene la seguente equazione caratteristica:

Aw' + Buw? +C =0 (10)
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in cui:

A=0.783
B = —4861.9 (11)
C = 2204145
Le pulsazioni proprie valgono:
w1 = 22.19 rad/s we = 75.61 rad/s (12)

Per il calcolo dei modi principali di vibrare, consideriamo il sistema lineare algebrico omogeneo nelle incognite
© ed X (ampiezze di vibrazione), avente come matrice dei coefficienti la matrice [A]:

[(k‘l + k‘g)?“% + Mgl — OJ2(J1 + MZ2)} © —kor1 X =0

B (13
—kor10 + |:(/€2 + k?g) —w? <m2 + 72>:| X =0
2

Da una qualsiasi delle due equazioni ¢ possibile ricavare il rapporto fra le ampiezze di oscillazione; utilizzando,
ad esempio, la seconda si ricava:

J.
6 k2+k3w%<m2+7;>
- = 27 —11.392 rad
<X>w_w1 Teatt ra /m

J:
ko + ks — w3 <m2+§

© 5 )
(X>w—w2 = T = —0.363 rad/m

Quindi:

e Primo modo (w =w; = 22.19 rad/s):

oo

11.392
[ )
e Secondo modo (w = wy = 75.61 rad/s):

By — { }w_w2 _ { —0.1363 } (16)

Per lo studio del moto forzato riscriviamo le equazioni di moto (5), mettendo in evidenza il termine armonico
y(t) che eccita il sistema:

S @

b @

Moto forzato

(Jy + MI?)D + [(ky + ko)r? + Mgl — kyriz =0

5 (1)
(’I’I’LQ + 702> T — kor19 + (l{ig + ]{?3)33 = k3Y sin Q¢
2
La soluzione a regime del sistema (17) si puo esprimere nella forma:
J(t) = ©sin
(18)

z(t) = X sin Q¢

in cui i simboli ©® ed X indicano ora le ampiezze di vibrazione in condizioni di regime.
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Sostituendo le espressioni di 9(t) e z(t) con le loro derivate seconde nelle equazioni di moto (17) e semplificando
i termini armonici si ricava:

[(kl +k2)7‘% +Mgl — QQ(J1 +Ml2)] o - kz’l"lX =0

5 (19)
—kor10 + |:(/€2 + kg) -0 <m2 + 72>:| X = k3Y
2
Con i dati del problema si ottiene:
—1281.6 © —800 X =0
(20)
—800 ©® + 3520 X = 300
da cui:
© = 0.0466 rad = —2.67°
(21)

X =0.0746 m = 74.6 mm
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Esercizio 8 - cod. viB-032

Il sistema rappresentato in Figura 1 risulta costituito dai seguenti elementi:
e un’asta omogenea AB di massa m e lunghezza 2a;

e un manovellismo a croce che imprime un movimento armonico y(t) = Y sinQ¢ in direzione orizzontale al
baricentro G dell’asta;

e un rullo di massa M, raggio R e momento d’inerzia baricentrico J, che rotola senza strisciare su un piano
orizzontale;

e due molle di rigidezza k disposte come in figura.

Supponendo che, per y = 0 e rullo fermo, I'asta AB sia in posizione verticale e le due molle siano scariche, si
chiede di determinare:

1. le equazioni di moto del sistema nell’ipotesi che I'asta AB compia piccole oscillazioni nell’intorno della
posizione verticale;

2. le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;

3. Pampiezza delle oscillazioni dell’asta AB e del rullo in condizioni di regime.

N
A\
7y(0
N
— |
a YS‘P
i (NN
Y ==
\\\//‘ V\
U} ‘ a /.fx—(t)’
| |
| k R
B
-l M,J
‘0\

S S S

Figura 1

Nota. Il momento d’inerzia baricentrico di un’asta omogenea di massa m e lunghezza 2a vale:

Lo s
Jasta = gma
Dati
o Massa dell’asta AB ... ... m=2kg
e Semi lunghezza dell’asta AB ... ... a=0.45m
o Massa del TULlo ...t e M =5kg
e Raggio del rullo .. ... o R=0.15m
e Momento d’inerzia baricentrico del rullo ........ ... . J = 0.06 kgm?
e Rigidezza delle molle ...... ... ... k = 30000 N/m
e Lunghezza della manovella OP ... . Y =0.08 m
e Velocita angolare della manovella OP ... ... Q =90rad/s
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Soluzione

Il problema presenta due gradi di liberta e pud quindi essere facilmente risolto mediante le equazioni di Lagrange;
indicando con 9 la rotazione del’asta attorno al punto G e con z lo spostamento del centro del rullo, si ottiene:

g O
dt \ 99 oy oY
(1)
()L
dt \ 0% ox  Ox

L’energia cinetica del sistema risulta:
1 a? . 1 J
T=-m|§?+—=9%)+= M+ )i? 2
2m<y+3 >+2( +R2>x (2)

Per il calcolo dell’energia potenziale occorre valutare correttamente la deformazione delle due molle; con le
convenzioni assunte e ritenendo valida I'ipotesi di piccole oscillazioni dell’asta AB nell’intorno della posizione
verticale, la molla superiore subisce un allungamento y per effetto dello spostamento verso destra del punto
G ed un accorciamento at per effetto della rotazione antioraria ¥ * dell’asta AB; la deformazione complessiva
risulta pertanto pari a y — a; ragionando in modo analogo si puo osservare che la molla inferiore subisce una
deformazione pari a x — (y + ad).

L’energia potenziale del sistema assume quindi la seguente espressione:

V= gkle— (y+ )] + gh(y - a0)? 3)

Il calcolo delle derivate parziali che costituiscono i singoli termini delle equazioni di Lagrange fornisce i seguenti
risultati:

d (0T\ 1 . or v s
d (0T J oT ov W
dt(&t>:<M+R2>x o0 =0 gy ~ke-y-ad)

Sostituendo nelle equazioni di Lagrange le relazioni (4) e riordinando i termini si ottengono le equazioni di moto
sotto riportate:

1 .

gmaQﬁ + 2ka®¥ — kax =0
()

<M+52>i‘—ka19—|—kx—ky

In forma matriciale il sistema (5) assume la forma:

[M{i} + [K{z} = {F} (6)

dove {z} = {9 a}T &il vettore delle coordinate libere, {F'} = {0 ky}7T il vettore delle azioni forzanti, [M] la
matrice d’inerzia e [K] la matrice di rigidezza; queste ultime sono definite dalle espressioni seguenti:

1 2
3ma 0 _[0.135 0 ]

[M] = 30 ( J 0  7.667 (7)

M+ 25
2ka> —ka 12150 —13500
K] = { —ka & } - [ ~13500 30000 } ®

Per effettuare il calcolo delle pulsazioni proprie poniamo (moto libero) ed uguagliamo a zero il determinante
della matrice [A] = [K] — w?[M]; con semplici passaggi si ottiene:

1
2ka® — w2§ma2 —ka

All = |[K] — w?[M]| = =
18] = |[K] - «*[M] » sz(mé@) 0 (9)
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Sviluppando il determinante si ottiene la seguente equazione caratteristica:

Aw' + Bw? +C =0 (10)
in cui: ) ;
2
B = —ka? {m +2 <M + 52)] = —97200 (1)

C = k%a® = 1.8225 x 10%

Le pulsazioni proprie valgono:
w1 =43.7rad/s wg = 303.3 rad/s (12)

Il calcolo dei modi principali di vibrare si effettua, come di consueto, considerando il sistema lineare omogeneo
avente come incognite le ampiezze di oscillazione © ed X e come matrice dei coefficienti la matrice [A].
2 2l o
2ka® —w zma O —kaX =0
(13)

ka@Jr[ka (MJr];;)}XO

Da una qualsiasi delle due equazioni & possibile ricavare il rapporto fra le ampiezze di oscillazione; utilizzando,
ad esempio, la seconda equazione si ha:

J
C) k—wf (M + R2> d
<X>w=w1 o ka = 1.135 rad/m
(14)
J
o k— w3 (M + R2>
<X>w—w2 - ka = —50.024 rad/m

Quindi:

e Primo modo (w = w; = 43.7 rad/s):

o, _{ ga( }wzwl _{ 1.1135 } (15)

e Secondo modo (w = wy = 303.3 rad/s):

o, :{ g)( }wm :{ 7501.024 } (16)

II calcolo delle ampiezze di oscillazione in condizioni di regime sinusoidale permanente si effettua considerando
nelle equazioni di moto il contributo della forzante armonica; riscriviamo pertanto il sistema (5) mettendo in
evidenza tale contributo:

Moto forzato

1 .
gma219 + 2ka?9 — kax =0

I\ . : (17)
M + 72 T — kad + kxr = kY sin Qt
La soluzione a regime di tale sistema si puo esprimere nella forma:
I(t) = ©sin Ot
(18)

z(t) = X sin Qt
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in cui i simboli ©® ed X indicano ora le ampiezze di vibrazione in condizioni di regime.
Sostituendo le espressioni di () e z(t) con le loro derivate seconde nelle equazioni di moto (17) e semplificando
i termini armonici si ricava:

(2ka2 - QQ;mzf) ©—kaX =0

(19)
—ka® + [k—m <M+'])]X:kY
R2
Con i dati assegnati si ottiene:
11056.5 © — 13500 X =0
(20)
—13500 © — 32100 X = 2400
da cui:
O = —0.0603 rad = —3.45°
(21)

X =—-0.0494 m = —49.4 mm
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Esercizio 9 - cod. viB-038

Un gruppo motore-generatore e stato progettato per funzionare nel campo di velocita compreso fra i 2000 e i
4000 giri/min; si nota perd che il sistema vibra violentemente alla velocita di 3000 giri/min, a causa di una
imperfetta equilibratura del rotore.

Per eliminare il problema si propone di montare un assorbitore dinamico, costituito da una trave a mensola con
massa concentrata.

Come primo tentativo, si applica al gruppo motore-generatore una trave a mensola, dotata di una massa di
prova di 2 kg, sintonizzata a 3000 giri/min: le frequenze proprie risultanti del sistema sono di 2500 e 3600
giri/min;

Sulla base di questi dati, si chiede di progettare ’assorbitore dinamico da applicare al gruppo motore-generatore
(specificando la sua massa e la sua rigidezza) in modo che le frequenze naturali del sistema complessivo cadano
all’esterno del campo di velocita operative del sistema.

# motore generatore

| |
S S S S S S S S S S s

assorbitore
di vibrazioni

Figura 1

Soluzione

Consideriamo il gruppo motore-generatore e 1’assorbitore dinamico di vibrazioni come due sistemi separati ad
un solo grado di liberta; indicando con il pedice “1” i parametri del gruppo motore-generatore e con il pedice
“2” i corrispondenti parametri dell’assorbitore, le pulsazioni proprie risultano:

w1 = ﬂ Wy = ﬁ (1)
mi mo

Per calcolare le pulsazioni proprie £; e Qs del sistema complessivo a due gradi di liberta (risultante dall’ab-
binamento del gruppo motore-generatore con l’assorbitore dinamico) occorre invece utilizzare le espressioni
seguenti:

DY L+ (A = VI T+ NP - 4N
()-

QN [+ 4N+ VI O+ NP — 4N
() - 22

w2

dove si € posto = ma/my e A = wa/w;.
L’assorbitore di prova che viene applicato al sistema & sintonizzato per una velocita n = 3000 giri/min;
trasformando tale valore in rad/s si ottiene:

2rn 2w x 3000
Q=" == = 31416 rad/s (3)

La condizione di sintonizzazione ¢ la seguente:
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Posto ora 1 = Q1/wy e ro = Qo /ws e tenendo presente che, per la (4), risulta A = 1, possiamo riscrivere le
relazioni (2) nella forma sotto riportata:

2+ p— /22— 4 2
2= 2 (2+“> —1+5-/(1+5) 1

(5)

2 V(2 2—4 2
2 + o+ (2+,LL) :1_’_ﬁ+ (1+ﬁ) —1

2= 2 2

I valori di Q1 e 9 sono noti, in quanto corrispondono alle velocita n; = 2500 giri/min ed ny = 3600 giri/min
assegnate dal testo; si ha pertanto:
21 27 x 2500 _ 2mng 21 x 3600

Q) = = = 261.8rad Qo = = = d
1 0 c0 61.8rad/s 2 0 60 377rad/s (6)

E ora possibile calcolare i valori dei rapporti r1 ed ra:

Q, 2618 Q, 377
e T e S B VR T (7)

A questo punto, essendo noto 71, possiamo ricavare il valore del rapporto p fra le masse dalla prima delle (5):

con semplici passaggi si ottiene?:

i+l 08333 +1
o ~0.83332

—2=0.1344 (8)
Ricordando ora la definizione di p e tenendo presente che la massa dell’assorbitore vale mo = 2 kg e possibile
ricavare il valore della massa m, del gruppo motore-generatore:

mo - 2
w o 0.1344

my = = 14.88 kg (9)
Siamo ora in grado di progettare nuovamente l’assorbitore in modo che le pulsazioni proprie del sistema
complessivo cadano all’esterno del campo di velocita operative del sistema (2000 + 4000 giri/min).
Se fissiamo la prima pulsazione propria in corrispondenza della velocita n; = 1900 giri/min (che risulta minore
di 2000 giri/min) otteniamo:

2ty 27w x 1900

0 = —198. ‘ 1
1 60 &0 98.97rad/s (10)
Q;  198.97
== Sy = 0033 (11)

Con il valore di r; fornito dalla (11) si ottiene per y il valore:

_ri+l 063330 +1

= —2=0.8942 12
r? 0.63332 (12)

La massa ms dell’assorbitore dovra quindi essere pari a:
mo = pmy = 0.8942 x 14.88 = 13.3 kg (13)

Essendo ora noto pu, € possibile calcolare il valore di 79, corrispondente alla seconda pulsazione propria del
sistema; si ha infatti:

2 0.8942 0.8942°
rgz\/1+g+\/(1+g) —1= g1+ +\/<1+ . )—1:1.58 (14)

2In alternativa, essendo noto anche il valore di r, si puo utilizzare la seconda delle (5) per calcolare il rapporto y; il risultato
che si ottiene & il medesimo; infatti:

rs+1 1.24+1
5 2= 2
r5 1.2

—2=0.1344
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Qs = rows = 1.58 x 314.16 = 496 rad /s (15)
Q
np = 002 3006 — 4737 giri/min (16)
™

2T

Essendo ng > 4000 giri/min, risultano soddisfatte le specifiche di progetto.
La rigidezza ko della molla dell’assorbitore (trave a mensola) si calcola con la relazione:

ko = mows = 13.3 x 314.16% = 1.31 x 10° N/m (17)



Esercizi proposti
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Esercizio 10 - cod. viB-053

Cilindro n.1
) ilindro n ki - T,‘l
————— e e
Ji
Js
Cilindro n.2 k "
_____ izl;_lz I . -2 | [ Inerzia del volano
, 4 +
Jr inerzia del motore
Cilindro n.3 T\
ilindro n.
(j k3 -, 1 N \
- Js v b _._.kj.’_i_ ___________ L
) o -
o

Js

Si calcolino le frequenze proprie ed i modi principali di vibrare relativi alle vibrazioni torsionali della macchina
da stampa offset rappresentata in figura.

Si schematizzino gli alberi come molle torsionali prive di massa ed i cilindri come corpi rigidi privi di contatto
reciproco.

Dati

o Momenti d’INErZia . ... ...t Ji = Jy = J3 = 2.6 kgm?
O Jy = 0.5 kgm?
O e Js = 1.8 kgm?
L Js = 1.1 kgm?
o Rapporti di trasmisSsione .. ...........oi it e rq/r3 =
A r1/ro =2
e Rigidezza torsionale degli alberi ........ ... . k1 = ks = 8.4 x 10° Nm
O ko = 6.3 x 10° Nm
O ks = 2.5 x 10> Nm
[}

........................................................ ks = 4.6 x 10° Nm
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Esercizio 11 - cod. vViB-054
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Il sistema vibrante rappresentato in figura e costituito dai seguenti elementi:

un manovellismo a croce (1), la cui manovella ruota con velocita angolare costante €;
un bilanciere (2) realizzato mediante un’asta omogenea di massa M;

una massa traslante (3) scorrevole senza attrito nella guida verticale;

tre molle di costante elastica ki, ko e k3 rispettivamente;

uno smorzatore viscoso avente costante di smorzamento pari a c.

Nell’ipotesi che il bilanciere compia piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio (orizzontale) si
chiede di:

1.

scrivere le equazioni differenziali di moto per il sistema in esame;

2. calcolare le leggi di moto del bilanciere e della massa traslante in condizioni di regime.

Dati

o Massa traslante: . ... m =6 kg

o Massa del hIlanciere: ... ... ...t e M =8kg

o Costante di SmMoOrzamento: ....... ... ... ¢ =20 Ns/m

e Raggio della manovella: ... ... r = 50 mm

e Velocita angolare della manovella: ......... ... . . . 1 =25rad/s
k1 = 4000 N/m

e Rigidezza delle molle: .. ... .o k2 = 2000 N/m
ks = 1500 N/m

. . . a = 150 mm
e Distanza dei punti A e B dal perno C: ... ..

b =250 mm
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Esercizio 12 - cod. viB-056

[
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Per il sistema in figura, nell’ipotesi che i dischi rotolino senza strisciare sul carrello, si chiede di:

1. calcolare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;
2. calcolare le ampiezze di vibrazione a regime, quando la manovella ruota con velocita angolare ) costante.

Dati

o Massa del diSChi .. ... m = 10 kg
e Momento d’inerzia baricentrico dei dischi .......... .. ... . J = 0.05 kg m?
o Costante elastiCa .. .......i. it k = 1000 N/m
o Lunghezza della manovella ...... ... Y =80 mm
e Raggio dei disChi . ... .o r =100 mm
o Velocita angolare della manovella ........ ... ... . Q =40rad/s
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Esercizio 13 - cod. viB-057

I

A
Y

Si consideri la trasmissione meccanica rappresentata in figura; nell’ipotesi che la cinghia di trasmissione e gli
alberi (1) e (2) abbiano comportamento elastico, si chiede di:

1.
. calcolare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;
. determinare I’ampiezza delle vibrazioni dei tre dischi in condizioni di regime quando al sistema viene applicata

2
3

scrivere le equazioni di moto del sistema;

una coppia variabile nel tempo con legge sinusoidale C), = Cj sin (2¢.

Nota. Si consideri trascurabile I'inerzia delle due ruote dentate.

Dati

e Momenti d’inerzia dei dischi ............................. Ji =5 kgm? Jo = 3 kgm? J3 =2 kgm?
e Numero di denti delle ruote dentate ......... ... .. .. ... za =20 zg = 60
e Modulo di elasticita tangenziale dell’accialo .......... ...t G = 80 kN/mm?
o Lunghezze degli alberi ...... ... i li=1m lo =0.5m
e Diametro degli alberi . ... i d =40 mm
e Raggi delle pulegge ........ .. R =100 mm r = 80 mm
e Costante elastica della cinghia ...... ... . i k=3 x10° N/m
e Dati relativi alla forzante .......... ..o Co =80 Nm Q=20rad/s
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Esercizio 14 - cod. viB-063
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Il sistema rappresentato in figura e costituito dai componenti sotto elencati:

due dischi aventi momento d’inerzia J; e Jo;

due alberi di acciaio montati su cuscinetti;

una coppia di ruote dentate che permettono la trasmissione del moto fra i due alberi;

un elemento elastico di rigidezza k;

una massa M collegata all’elemento elastico e scorrevole senza attrito lungo una guida orizzontale.

Nell’ipotesi che risultino trascurabili le masse degli alberi ed il momento d’inerzia delle ruote dentate, si chiede di:

1.

scrivere le equazioni di moto;

2. calcolare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;
3. calcolare 'ampiezza delle vibrazioni a regime quando al disco (1) viene applicata una coppia motrice C,
variabile nel tempo con legge armonica C),, = Cypqz sin t.

Dati

e Momenti d’inerzia dei dischi .............coooiiiiiiiiiii J; = bkgm? Jy =2 kgm?
o Massa del corpo traslante ........ ..o M =10kg
@ Costante ElastiCa ........o..iit it k = 10000 N/m
o Raggio del diSCo (2) . .vnvninin it R =150 mm
e Numero di denti delle ruote dentate ........ .. ..o i za =20 zg = 60
e Modulo di elasticita tangenziale dell’acciaio ........... ..o i G = 80 kN/mm?
o Lunghezze degli alberi .......... ... ...l Ly = 300 mm Ly = 250 mm L3 =200 mm
e Diametri degli alberi .......... ... o i d; = 30 mm do = 20 mm d3 = 15 mm
e Dati relativi alla forzante ........... ... i Cirnaz = 100 Nm Q =25rad/s
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Esercizio 15 - cod. viB-066

slitta

B o A

A

Per il sistema rappresentato in figura, nell’ipotesi che non vi sia strisciamento fra il rullo ed il terreno e fra il
rullo e la slitta, si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto;

2. calcolare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;

3. determinare I’ampiezza delle vibrazioni in condizioni di regime, quando ’asta OP ruota a velocita angolare
Q) costante.

Nota. Si ricordi che, per il rullo omogeneo di massa M; e raggio R, il momento d’inerzia baricentrico vale:

MyR?
=73

Dati

e Massa del corpo su cui € montato il rotore eccentrico ........... ... il M; =50kg
o Massa del TULLO ... My =15 kg
e Massa della Slitta .. ...t M3 =10kg
® MaASSA BCCENETICA . ..ttt t et ettt et e ettt e et e e et e e e m =4kg
® BICCEentIiCIbA . ..o e = 25 mm
o Raggio del rullo . ... R =200 mm
e Rigidezza delle molle .. ... ... . e k = 2000 N/m
e Velocita angolare dell’asta OP ... . Q =20rad/s
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Esercizio 16 - cod. viB-068

-G
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1l sistema rappresentato in figura giace in un piano verticale ed & costituito da un carrello (1) di massa M,
dotato di due ruote (2) aventi entrambe raggio r e momento d’inerzia baricentrico pari a J.

Sul carrello € montata una massa m avente eccentricita e rispetto al perno di rotazione.

Il carrello € collegato a terra tramite una molla di rigidezza 4k, disposta come in figura; un’altra molla, di
rigidezza k, collega il carrello ad un’asta (3) di massa trascurabile, incernierata in O, sulla cui estremita inferiore
¢ fissata una massa di valore pari ad mp.

Domande

1. Scrivere le equazioni di moto per il sistema in esame nei due casi seguenti:
a) rotore fermo (bloccato sul proprio perno in modo da risultare solidale con il carrello);
b) rotore azionato a velocita angolare costante §2.

2. Nell’ipotesi che il rotore sia bloccato sul proprio perno calcolare:

a) le pulsazioni proprie del sistema;
b) i modi principali di vibrare;
c) la legge di movimento del sistema quando vengono assegnate le seguenti condizioni iniziali:
- carrello spostato di g = 5 mm verso destra rispetto alla sua posizione di equilibrio statico;
- asta (3) verticale;
- velocita nulle.
3. Nel caso di funzionamento a regime (rotore azionato a velocita angolare costante ) determinare:

a) Pampiezza delle vibrazioni orizzontali del carrello;
b) P’ampiezza delle oscillazioni angolari dell’asta (3).
Nota. Per la scrittura delle equazioni di moto si ritengano valide le seguenti ipotesi:

e assenza di strisciamento fra ruote e terreno;
e piccole oscillazioni dell’asta (3).

Dati

o Massa del carrello (TUOte COMPIESE) ... ...uiuit ettt et et e M =20kg
e Momento d’inerzia delle TUOLE ... ........oueit ittt J = 0.05 kg m?
@ MASSA BCCENMETICA . vttt ettt ettt ettt e e e et e e et e e e ettt e et e m = 3 kg
e Massa fissata all’estremita B dell’asta ... mp = 2 kg
@ Costante €lastiCa ... .......iuiin it e k =800 N/m
@ BICCentTiCIEA . ..ot e = 30 mm
e Raggio delle TUOtE ...ttt e r = 180 mm
e Lunghezza dei due bracci dell’asta .............. ... ... ... ... OA = a =100 mm OB = 3a = 300 mm
e Velocita angolare della massa eccentrica ............ ... i Q =10rad/s
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Esercizio 17 - cod. viB-070

La slitta (4) scorre in direzione orizzontale ed ¢ vincolata a terra mediante una molla di rigidezza k.

Nella parte inferiore della slitta € montata una massa eccentrica rotante a velocita angolare costante; nella parte
superiore la slitta & dotata di una cremagliera che permette la trasmissione del moto alla ruota dentata (3), di
massa trascurabile e solidale con la puleggia (1); quest’ultima trasmette il movimento alla puleggia (2) mediante
una cinghia elastica i cui rami hanno rigidezza pari a ks.

L’asta OoP, di massa trascurabile e lunghezza L, ¢ solidale con la puleggia (2) e porta all’estremita inferiore
una massa mp.

Nell’ipotesi che il pendolo compia piccole oscillazioni nell’intorno della posizione verticale si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto del sistema;
2. calcolare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;
3. calcolare 'ampiezza delle vibrazioni del pendolo e della slitta in condizioni di regime.

Nota. Si assuma che tutte le molle siano scariche quando I'asta OsP & in posizione verticale e che tutti gli
attriti siano trascurabili.

Dati

e Massa della slitta (esclusa la massa eceentrica) ............o.ieiin i, M =20 kg
e Momento d’inerzia totale della puleggia (1) e della ruota dentata (3) ..................... Jiz = 0.08 kg m?
e Momento d’inerzia della puleggia (2) ........ouiuiii it Jy = 0.02 kg m?
® MASSa ECCENETICA ...\ttt e e e et e m =3 kg
o Massa del pendolo .. ... mp =6 kg
® BICCENTICIEA . ..ot e =40 mm
e Raggio primitivo della ruota dentata ......... ... o R =120 mm
o Raggio delle PULegEe .. ..ot e a =90 mm
e Lunghezza dell’asta OoP ... ... L =200 mm
e Rigidezza dellemolle .......... ... ... .. k1 = 3000 N/m ko = 6000 N/m
e Velocita angolare del TOtore . ........o i 300 giri/min
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Esercizio 18 - cod. viB-072
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Per il sistema vibrante rappresentato in figura, nell’ipotesi che asta AB (di massa trascurabile) compia piccole
oscillazioni attorno alla posizione orizzontale, si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto;

2. calcolare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;

3. calcolare 'ampiezza delle vibrazioni a regime supponendo che il rotore eccentrico ruoti a velocita angolare

costante.

Nota. Per semplicita si supponga che I'asta AB sia in equilibrio in posizione orizzontale.

Dati

o Massa del corpo traslante . ....... ... i M =60 kg
@ MASSA BCCENMETICA ..ttt e ettt ettt et e e e ettt et e e e e e e e m =4 kg
e Massa applicata all’estremita A dell’asta ..........ouuiiiiii i i my = 8 kg
o Costante elastica ........ ... k = 10000 N/m
e Lunghezza di ciascun braccio dell’asta AB ... ... . a=0.5m
o Eccentricita del rotore . ... . e = 50 mm
e Velocita angolare del TOtOTe . ...... ... i n = 500 giri/min
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Esercizio 19 - cod. viB-081

Determinare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare della trasmissione meccanica indicata in figura,
considerando nei calcoli la rigidezza torsionale dell’albero e la deformabilita della cinghia.

Si tenga presente che le pulegge (1) e (2), pur essendo geometricamente identiche, sono realizzate in materiali
diversi e pertanto il loro momento d’inerzia assume valori differenti.

Dati

e Momento di’inerzia della puleggia (1) ......c.o.iuiii i J1 = 0.005 kg m?
e Momento di'inerzia della puleggia (2) ........o.iuieiiiii i Jy = 0.008 kg m?
e Momento di’'inerzia del diSco (3) ......ooiuiiii J3 = 0.02 kg m?
e Raggio delle pulegge ... ...ttt e R =50 mm
e Modulo di Young del materiale costituente la cinghia ........... ... ... ... .o E = 7.5 kN/mm?
e Area della sezione trasversale della cinghia ......... ... . o i A = 400 mm?
e Lunghezza di ciascun ramo della cinghia ........ ... . i [ = 800 mm
e Modulo di elasticita tangenziale del materiale costituente 1’albero (acciaio) ............... G = 80 kN/mm?
e Lunghezza dei due tratti di albero ........ ... i a =400 mm b= 600 mm
e Diametri dei due tratti di albero ......... ... ... di =20mm dy =30 mm

Nota. Si osservi che i rami della cinghia sono stati schematizzati mediante due molle di rigidezza k, calcolabile
mediante i dati assegnati.
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Esercizio 20 - cod. viB-082
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Per il sistema vibrante rappresentato in figura, nell’ipotesi che I’asta AB compia piccole oscillazioni attorno alla
posizione verticale, si chiede di:

1.
2.
3.

scrivere le equazioni di moto;

calcolare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;

calcolare 'ampiezza delle vibrazioni a regime supponendo che la manovella OP ruoti a velocita angolare
costante.

Dati

e Massa della macchina ........ ... e M; = 150 kg
e Massa in moto alternativo . ..... ... . m =15 kg
e Massa dell’asta AB ... .. . My =30 kg
e Momento d’inerzia baricentrico dell’asta AB ... ... .. i Jg =2 kgm?
e Rigidezze dellemolle ............................. ky = 8000 N/m ka = 5000 N/m k3 = 1000 N/m
e Semi lunghezza dell’asta .. ...t e a =400 mm
e Lunghezza della manovella OP ... . R =80 mm
e Velocita angolare della manovella ...... ... . i n = 150 giri/min
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Esercizio 21 - cod. viB-084
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Determinare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare relativi alle vibrazioni torsionali dell’albero
rappresentato in figura.

Dati

e Momenti d’inerzia dei tre dischi .......................... J1 =3 kgm? Jy = 4 kgm? J3 =5 kgm?
e Lunghezze dei due tratti di albero ........ ... i l1 = 400 mm lo = 700 mm
e Diametro dell’albero . ... ..o d = 40 mm
e Modulo di elasticita tangenziale del materiale costituente 1’albero (acciaio) ............... G = 80 kN/mm?
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Esercizio 22 - cod. viB-090
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Il sistema meccanico rappresentato in figura, posto in un piano verticale, & costituito da una massa traslante in
direzione orizzontale e soggetta all’azione di una forza esterna variabile nel tempo con legge sinusoidale.
Tramite un’asta a cremagliera il movimento viene trasmesso ad una ruota dentata di raggio primitivo R, montata
coassialmente con una puleggia di raggio r.

Mediante una trasmissione a cinghia viene azionata un’altra puleggia di raggio r, solidale ad un’asta AB, di
massa trascurabile; all’estremo A dell’asta ¢ fissata una massa m, mentre all’estremo B & collegata una molla
di rigidezza k3.

Un’altra molla, di rigidezza ko ¢ fissata fra il telaio e 'asta a cremagliera.

L’elasticita dei rami della cinghia viene schematizzata mediante due molle di rigidezza k;.

Nella posizione di equilibrio I'asta AB & verticale e tutte le molle sono scariche.

Supponendo trascurabili gli attriti e ritenendo valida 'ipotesi di piccole oscillazioni dell’asta AB nell’intorno
della posizione verticale, si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto del sistema;
2. calcolare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;
3. calcolare 'ampiezza delle vibrazioni in condizioni di regime.

Dati

e Massa traslante (stantuffo e asta a cremagliera) ......... ... ... .. . i M =T7kg
e Momento d’inerzia della ruota dentata e della puleggia sinistra .............. .. .. .. .. .. J1 = 0.2 kgm?
e Momento d’inerzia della puleggia destra ......... ..o Jy = 0.01 kg m?
e Massa solidale al pUNtO A ... m = 2kg
e Rigidezze delle molle ............ ..., k1 = 3000 N/m ko = 4000 N/m ks = 500 N/m
e Lunghezze dei bracci dell’asta AB ... ... .. i a = 250 mm b = 150 mm
e Raggio primitivo della ruota dentata ......... ... R = 200 mm
e Raggi delle pulegge . .....o.u i r = 80 mm
e Valore massimo della forzante .......... ... i e Fy=100N
e Frequenza della forzante ......... ... f=5Hz
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Esercizio 23 - cod. viB-093
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Calcolare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare di un’automobile, schematizzata mediante il
modello indicato in figura (corpo rigido su appoggi elastici).

Dati

o Massa del VEICOIO .. ..o m = 1000 kg
e Momento d’inerzia baricentrico del veicolo ........... ... . i Jg = 810 kg m?
o Rigidezza della sospensione anteriore .............. ..o k1 = 1.8 x 10* N/m
e Rigidezza della sospensione posteriore .................iiiiiiiiiiiii i ky = 2.2 x 10* N/m
e Distanza del baricentro dall’asse anteriore . ............c.oooiiiiiie e li1=1m
e Distanza del baricentro dall’asse poSteriore . ..............uuiiiiii i lpb=15m
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Esercizio 24 - cod. viB-096
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Per il sistema vibrante rappresentato in figura si chiede di determinare:

1. le pulsazioni proprie;

2. i modi principali di vibrare;

3. le leggi di moto delle due masse, quando vengono assegnate le condizioni iniziali sotto riportate.

Dati
O Va8 .ttt my = 1.6 kg me = 2.5 kg
e Rigidezze dellemolle ............................. k1 = 2000 N/m ko = 4000 N/m ks = 3000 N/m

e Condizioni iniziali

{ 71(0) = 0.3 m { 72(0) = 0.2m
21(0) =1m/s 2Z2(0) =6 m/s
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Esercizio 25 - cod. viB-101

1l sistema rappresentato in figura e costituito dai seguenti elementi:

una coppia di ruote dentate aventi raggio primitivo r; ed ro rispettivamente;

una barra di torsione in acciaio avente lunghezza [, e diametro d;

un albero in acciaio di lunghezza ls e diametro ds;

una slitta di massa M scorrevole all’interno di una guida rettilinea;

una ruota dentata di raggio primitivo r3 che trasmette il moto alla slitta tramite una cremagliera (non
rappresentata in figura);

due molle di uguale rigidezza k collegate alla slitta come in figura.

Nell’ipotesi che tutte le dissipazioni energetiche dovute ai fenomeni di attrito siano trascurabili, si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto del sistema;

2. determinare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare.

Dati

e Momenti d’inerzia delle ruote dentate ............ J; = 0.01 kgm? Jo = 0.35 kg m? J3 = 3.2 kgm?
o Massa della SIitta .. ... e M =40 kg
e Raggi primitivi delle ruote dentate ....................... r1 = 80 mm ro = 200 mm rg = 350 mm
e Lunghezza e diametro della barra di torsione ............... ... ... ... ..... l1 = 750 mm dy = 20 mm
e Lunghezza e diametro dell’albero ......... ... ... i lo = 700 mm do = 30 mm
e Modulo di elasticita tangenziale dell’accialo .......... ... G = 80 kN/mm?
e Rigidezza delle molle collegate alla slitta ....... ... i k = 12000 N/m
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Esercizio 26 -

Cod. VIB-102
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11 sistema rappresentato in Figura a) & costituito da una macchina di massa M, vincolata a terra mediante due
supporti elastici di rigidezza k.

Sulla macchina € montato un disco di massa mg4, momento d’inerzia baricentrico Jy e raggio R, al quale & fissata
una molla di rigidezza ks, disposta come in figura.

La macchina e sottoposta ad una eccitazione armonica generata da un rotore eccentrico di massa m ed
eccentricita e, rotante a velocita angolare costante n.

Nell’ipotesi che tutti i fenomeni di smorzamento siano trascurabili, si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto del sistema di Figura a);

2. calcolare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;

3. determinare I’ampiezza delle oscillazioni in condizioni di regime;

4. nel caso in cui al disco venga aggiunta una seconda molla (sempre di rigidezza ks), come rappresentato in
Figura b), dire come si modificano le equazioni di moto e commentare il risultato ottenuto.

Dati

e Massa della macchina . .........o i e M =100 kg

@ Massa del diSCO ...ttt mg = 40 kg

e Momento d’inerzia del diSCO ... .......oiuiiui it Jg = 0.6 kgm?

o Massa del rotore eCCENntIICO .. ... ..ottt e m = 15 kg

o Eccentricitdy del TOLOTE ... ...t e e e e =8 mm

@ Raggio del diSCO . ...ttt e R =180 mm

e Rigidezza dei supporti elastici ...........o i k1 = 8500 N/m

e Rigidezza dei rami della fune ......... ... .. . ko = 2500 N/m

e Velocita angolare del TOtOTe . ...... ...t n = 100 giri/min
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Esercizio 27 - cod. ViB-104
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Figura 1

In Figura 1 e rappresentata una barra di torsione di acciaio sulla quale sono montate due masse aventi momento
d’inerzia pari a Jy e Js.

I due tratti della barra hanno lo stesso diametro d e differenti lunghezze (indicate con i simboli a e b in figura).

Domande

calcolare le rigidezze torsionali dei due tratti della barra;

scrivere le equazioni di moto delle due masse;

calcolare le pulsazioni proprie del sistema;

calcolare i modi principali di vibrare e disegnare i grafici delle forme modali.

= w o=

Dati

Momenti d’inerzia delle due masse
Diametro della barra di torsione
Lunghezza dei due tratti della barra ....... ... i a=0.6m b=1m
Modulo di elasticita tangenziale dell’acciaio
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Esercizio 28 - cod. viB-106
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Figura 1

Il sistema vibrante rappresentato in Figura 1 & costituito da un’asta incernierata nel baricentro e collegata ad
una molla di rigidezza k; in corrispondenza dell’estremita superiore.

Una seconda molla, di rigidezza ko, collega l'estremo inferiore dell’asta ad una massa M, che puo scorrere
orizzontalmente all’interno di una guida rettilinea.

Nell’ipotesi che 1’asta compia piccole oscillazioni attorno alla posizione verticale (di equilibrio statico) e che la
massa M scorra senza attrito all’interno della guida, si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto del sistema;
2. calcolare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;

3. determinare, in condizioni di regime, 'ampiezza delle oscillazioni dell’asta e della massa traslante, quando
quest’ultima & sottoposta all’azione di una forzante armonica F'(t) di intensita e frequenza assegnate.

Dati

o Massa traslante .. ....... ... M =10kg
e Momento d’inerzia baricentrico dell’asta .......... ... i i Jg = 0.5 kgm?
o Semi-lunghezza dell’asta ........ .. i L =600 mm
e Rigidezza delle molle ......... ...t k1 = 1000 N/m ko2 = 2500 N/m
e Valore massimo della forza applicata ...........o.eiiii i Fy=50N
e Frequenza della forza applicata ......... ... i f=2Hz
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Esercizio 29 - cod. viB-108
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Figura 1

Per il sistema vibrante rappresentato in Figura 1, nell’ipotesi che la fune sia inestensibile e che la puleggia di
rinvio abbia inerzia trascurabile, si chiede di:

scrivere le equazioni di moto del sistema,;
calcolare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare;

studiare le vibrazioni forzate del sistema, quando ’estremo inferiore della molla di rigidezza ks si muove con
legge sinusoidale y(t) = Yp sin (2.

Dati

o Massa traslante ... ... e m =4kg
o Momento d’inerzia del diSCO . ...........iiniiuiie e J = 0.04 kg m?
e Rigidezza della molla torsionale .......... . ... .. ky = 50 Nm/rad
e Rigidezza delle molle collegate alla massa traslante .................... k1 = 4000 N/m ko = 2000 N/m
e Raggio del rullo ... R =100 mm
e Ampiezza del moto armonico IMpPOoSEO . ... ..ottt Yo = 100 mm
e Pulsazione del moto armonico imposto ....... ... Q =10rad/s
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Esercizio 30 - cod. viB-115
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Figura 1

Per il sistema rappresentato in Figura 1, nell’ipotesi che siano trascurabili dissipazioni di energia dovute ai
fenomeni di attrito e la massa degli elementi deformabili a torsione, si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto;
2. determinare le pulsazioni proprie ed i modi principali di vibrare relativi alle vibrazioni torsionali.

Dati

J1 = 0.03 kg m?
o Momenti d’ INEIZIA: .. ...ttt e e e Jy = 2.4 kgm?
J3 = 3.5 kgm?
. . zZ1 = 40

e Numero di denti delle ruote dentate: ...... ... . i
zo =120
a =400 mm
e Lunghezza degli elementi deformabili a torsione: ........ ... ... ... L. b =230 mm
c = 350 mm
diy = 15 mm
e Diametro degli elementi deformabili a torsione: ........... ... ... i do = 18 mm
d3 = 24 mm

e Modulo di elasticita tangenziale dell’acciaio ............ .. ..o i G = 80 kN/mm?
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Esercizio 31 - cod. viB-122
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Calcolare le pulsazioni proprie e i modi principali di vibrare per il sistema in Figura 1, nell’ipotesi che:

a) l'asta AB compia piccole oscillazioni;
b) la trasmissione del moto fra la ruota di frizione di raggio R e la slitta sottostante avvenga in assenza di

slittamento.

Dati

o Massa della Slitta .. ... e M =40 kg
e Momento d’inerzia della puleggia sinistra ........... ... . i Ji = 0.015 kg m?
e Momento d’inerzia complessivo della puleggia destra e della ruota di frizione .............. Jy = 0.16 kg m?
e Momento d’inerzia del’asta rispetto al perno O ...... ... i Jo = 0.25 kg m?
e Rigidezza dei rami della cinghia ............ooiiiiii ki =5 x 10* N/m
e Rigidezza della molla collegata al punto A ... ... . i ko = 2.5 x 10* N/m
e Rigidezza della molla collegata alla slitta ........... ... . . i ks = 10* N/m
o Raggio delle pulegge ... ... r = 80 mm
e Raggio della ruota di frizione ......... ... i R =160 mm
e Semi-lunghezza dell’asta AB ... ... .. a = 200 mm
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Esercizio 32 - cod. viB-123

Figura 1

Si consideri il sistema vibrante rappresentato in Figura 1; nell’ipotesi che ’asta AB compia piccole oscillazioni
e che 'attrito tra la slitta ed i supporti sia trascurabile, si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto del sistema;

2. calcolare le frequenze proprie di vibrazione;

3. calcolare i vettori modali;

4. studiare il moto a regime quando la manovella OP ruota a velocita angolare costante.

Dati

o Massa della SIitta .. ... e M =50kg
e Momento d’inerzia complessivo della puleggia e della ruota di frizione ..................... J = 0.015 kg m?
e Momento d’inerzia dell’asta rispetto al perno C ... ... ... ..o .. Jasta = 0.35 kg m?
e Rigidezza dellemolle ................................ k1 =15 kN/m ka =10 kN/m ks =12 kN/m
e Raggio della puleggia .. ... r =75 mm
e Raggio della ruota di frizione . .......... oo R =150 mm
e Semi-lunghezza dell’asta AB .. ... . a = 250 mm
e Lunghezza della manovella OP ... .. Y =50 mm
e Velocita angolare della manovella OP ... o n = 50 giri/min
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Esercizio 33 - cod. viB-124
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Figura 1

La macchina rappresentata schematicamente in Figura 1 & costituita da un motore (A), un albero di trasmissione
di acciaio (B), una cinghia (C) e un dispositivo utilizzatore (D).

La coppia motrice e la coppia resistente sono indicate in figura con i simboli C), e C, rispettivamente, mentre
i momenti d’inerzia delle masse rotanti sono indicati con il simbolo J seguito da un pedice numerico.

Sia k; la rigidezza torsionale dell’albero di trasmissione e k la rigidezza di ciascun ramo della cinghia.
Supponendo trascurabili tutti gli effetti di smorzamento, si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto del sistema;
2. calcolare le pulsazioni proprie;
3. calcolare i vettori modali.

Dati

e Momenti d’inerzia delle masse rotanti ............... Ji =2kgm? Jo = 0.4 kg m? J3 =0.12 kgm?
e Rigidezza dei rami della cinghia ....... .. .. k=4 x10°N/m
e Raggi delle pulegge . ... e r =150 mm R =200 mm
e Lunghezza dell’albero di trasmissione ......... ... .. i e L=1m
e Diametro dell’albero di trasmissione ........... ... d = 30 mm
e Modulo di elasticita tangenziale dell’accialo .......... ... G = 80 kN/mm?
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Esercizio 34 - cod. viB-128
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Figura 1

In Figura 1 & rappresentato schematicamente un nastro trasportatore azionato da un motore elettrico tramite
una trasmissione a cinghia. I rami della cinghia presentano un certo grado di cedevolezza e vengono pertanto
schematizzati mediante due molle di uguale rigidezza k. Utilizzando i dati sotto indicati e ritenendo trascurabili
i fenomeni di smorzamento, si chiede di:

1. scrivere le equazioni di moto del sistema;
2. calcolare le pulsazioni proprie;
3. calcolare i modi principali di vibrare.

Dati

e Massa della cassa trasportata dal nastro .......... ... M =60 kg
e Momento d’inerzia della puleggia motrice (1) ......oovieiiiniiiniiii i, J1 = 0.013 kg m?
e Momento d’inerzia della puleggia (2) ... ... Jy = 1kgm?
e Momento d’inerzia delle pulegge (3) € (4) . ..vnirin it e J =0.01 kgm?
e Raggio della puleggia motrice (1) .. ...t r1 = 80 mm
e Raggio della puleggia (2) .....ooiinii ro = 240 mm
e Raggio delle pulegge (3) € (4) .ottt e R =75 mm
e Rigidezza dei rami della cinghia ......... ..ottt k=5 x10° N/m
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Esercizio 35 - cod. viB-129

Figura 1

Il meccanismo rappresentato schematicamente in Figura 1 ¢ mosso da un pistone sul quale agisce la pressione
p(t) di un fluido. La leva AB, solidale alla puleggia di raggio 71, viene azionata dal pistone e, tramite la cinghia,
il movimento viene trasmesso alla puleggia di raggio ro, montata coassialmente con la ruota dentata di raggio
primitivo R. Tramite una cremagliera il moto viene trasmesso alla slitta. Per semplicita di rappresentazione le
dentature della ruota e della cremagliera non sono state rappresentate in figura. La cinghia ha un comportamento
non perfettamente rigido e pertanto i suoi due rami vengono schematizzati mediante due molle di rigidezza k..
L’estremita B della leva € collegata al telaio tramite una molla di rigidezza k; una seconda molla, anch’essa di
rigidezza k, collega la slitta al telaio.

Si suppongano valide le seguenti ipotesi:

e massa della leva trascurabile;
e piccole oscillazioni della leva attorno alla posizione verticale;
e assenza di attrito sui supporti della slitta.

Domande

1. scrivere le equazioni di moto del sistema;

2. determinare le frequenze proprie del sistema;

3. calcolare i rapporti fra le ampiezze di oscillazione delle pulegge nei due modi principali di vibrare del sistema.

4. supponendo che la pressione nel cilindro sia variabile nel tempo con legge sinusoidale p(t) = ppaq sin Ot
calcolare il moto del sistema in condizioni di regime (i valori negativi di pressione indicano la presenza di
una depressione nel cilindro).

Dati

o Massa del PISEONE . ... ... e mp = 2 kg
o Massa della slitta .. ... ms =4 kg
e Momento d’inerzia della puleggia di raggio minore ....... ... ... ... i Ji1 =5 x10"* kgm?
e Momento d’inerzia totale delle masse rotanti attorno al perno O .......................... Jo = 0,08 kg m?
e Raggi delle pulegge ........... i r1 =30mm 79 = 90 mm
e Raggio primitivo della ruota dentata ........ .. ... i R =150 mm
e Lunghezze dei bracci della leva ....... ... i a=50mm b= 100 mm
e Rigidezza dei rami della cinghia ....... . ... ke =5 x 10° N/m
o Rigidezza della molla collegata alla leva ........ . ... . . . k = 2000 N/m
e Pressione massima nel cilindro ............ i Pmaz = 30000 Pa
e Pulsazione della pressione nel cilindro ........ .. .. . Q =10rad/s
e Diametro del CIlindro .. ...... .ot d = 50 mm
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Esercizio 36 - cod. viB-132
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Figura 1

Per il sistema vibrante rappresentato in Figura 1, nell’ipotesi che le aste compiano piccole oscillazioni e la
trasmissione del moto tra la slitta e il disco avvenga in assenza di strisciamento, si chiede di:

1.
2.
3.

D

scrivere le equazioni di moto;

calcolare le pulsazioni proprie e i modi principali di vibrare;

supponendo che la pressione nel cilindro oscilli secondo la legge sinusoidale® rappresentata in figura, deter-
minare il movimento del pistone e della slitta in condizioni di regime.

ati

Massa del PIStOne . .. ... My, =2kg
Massa della slitta . ... ... My =6 kg
Momenti d’inerzia delle aste oscillanti rispetto ai perni .................. Ji =02kgm? Jy =0.04 kgm?
Momento d’inerzia del diSCO .. ...t J3 = 0.03 kg m?
Raggio del diSCo . .......oiin r =90 mm
Semi-lunghezza delle aste oscillanti ............... . i a=250mm b= 150 mm
Rigidezza .. ..o k = 3000 N/m
Pressione massima nel cillindro ....... ... i Pmaz = 6 x 10* Pa
Periodo con cui varia la pressione nel cilindro ............ ... T=1s
Diametro del cilindro . .........o D =50 mm

3] valori negativi indicano una depressione nel cilindro.
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Esercizio 37 - cod. ViB-135

Wl’]

Figura 1

In Figura 1, & rappresentato un sistema vibrante azionato da un pistone idraulico.
Si ritengano valide le seguenti ipotesi:

piccole oscillazioni dell’asta AB attorno alla posizione verticale (di equilibrio);
attriti trascurabili;
trasmissione del moto tra le ruote e la slitta in assenza di slittamenti.

Domande

1.

2
3.
4

scrivere le equazioni di moto del sistema vibrante;
. calcolare le frequenze proprie;
calcolare i vettori modali;

. supponendo che la pressione nel cilindro oscilli secondo la legge sinusoidale* p(t) = pynqz sin (Q—Wt) determi-

T
nare il movimento del pistone e della slitta in condizioni di regime.

Dati

o Massa del PISTONE ... ... M, =2kg
o Massa della slitta ... ..o Ms; =10 kg
e Momento d’inerzia dell’asta AB rispetto al punto O ....... ... ... Jo = 0.035 kg m?
e Momenti d’inerzia delle ruote ....... ... ..o J1 =0.012kgm? Jp = 0.125 kgm?
e Rigidezza delle molle ...... ... . k = 6000 N/m
e Lunghezza dei bracci dell’asta ............. i a = 180 mm
e Raggi delle ruote ....... ..o i 1 =70mm 79 = 150 mm
e Pressione massima agente sul pistone ........ ... . i DPmaz = 200 kPa
o Diametro del PIStOne . ...t D =20 mm
e Periodo con cui varia la pressione nel cilindro ........... .o T=1s

4] valori negativi indicano una depressione nel cilindro.



62 G. Incerti - Vibrazioni di sistemi a piv gradi di liberta

Esercizio 38 - cod. viB-136
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Figura 1

In Figura 1 e rappresentato un sistema vibrante azionato da un doppio manovellismo a croce.
Si ritengano valide le seguenti ipotesi:

assenza di fenomeni dissipativi;
rotolamento senza strisciamento della ruota sulla superficie sottostante;
velocita angolare delle manovelle costante.

Domande

Ll

scrivere le equazioni di moto del sistema vibrante;
calcolare le frequenze proprie e i vettori modali;
determinare il moto del sistema in condizioni di regime;

sempre supponendo che il sistema operi in condizioni di regime, calcolare i valori della velocita angolare delle
manovelle per cui:

a) il carrello rimane fermo;

b) la slitta rimane ferma.

Dati

o Massa del carrello . ... my = 10 kg
o Massa della slitta . .....o.. oo me = 20 kg
o Massa della TUOLA . ... ...t M =4kg
e Momento d’inerzia baricentrico della ruota ......... ... Jg = 0.015 kg m?
o Rigidezza ... .o k = 6000 N/m
e Raggi di manovella ........ ... a="75mm b= 150 mm
o Raggio della ruota . ... ... R = 80 mm
e Velocita angolare delle manovelle ....... ... i n = 600 giri/min
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Esercizio 39 - cod. viB-139
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Figura 1

In Figura 1 e rappresentato un sistema vibrante azionato da un manovellismo a croce, la cui manovella ruota a
velocita angolare costante.

Si ritengano valide le seguenti ipotesi:

e assenza di slittamento fra i corpi rotanti (1) e (2) ed i corrispondenti elementi traslanti (slitta e carrello);

e fenomeni dissipativi trascurabili;

e rotolamento senza strisciamento delle ruote del carrello sul terreno.

Domande

1. Scrivere le equazioni di moto del sistema.
2. Calcolare le frequenze proprie e i vettori modali.
3. Determinare le ampiezze di vibrazione della slitta e del carrello in condizioni di regime.

Dati

o Massa della slitta . ... M; =12kg
o Massa del carrello ... ... My =20 kg
o Massa delle TUOLE .. ... .o m = 1.5 kg
e Momento d’inerzia baricentrico dei corpi rotanti (1) € (2) ......ooveiiiiiiiiiii it J = 0.3 kgm?
e Momento d’inerzia baricentrico delle ruote del carrello ................ccooviineinn... Jr =8 x 1073 kgm?
e Rigidezza dei due rami della cinghia ............ .. ..o k. =5 x10° N/m
e Rigidezza delle molle ....... ... .. k=25 x 10* N/m
e Raggi dei corpi rotanti (1) € (2) «..ouveninii i r =120 mm R =240 mm
o Raggio delle TUOtE .. ... e e a = 100 mm
o Lunghezza della manovella ...... ... . e Y =90 mm
e Velocita angolare della manovella ...... ... i n = 200 giri/min



